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Zusammenfassung: Es sei XT(&) die Klasse der auf der abgeschlossenen Ein- 
heitskreis-Scheibe BE stetigen und im Innem des Einbeitskreises E holomorphen 
Funktionen f. Im folgenden wird ein hinreichendes Kriterium fur rationale 
MinimalIijsungen an Funktionen fo H(&) angegeben und gezeigt, da5 unter 
einer zusiitzlichen Voraussetzung die so charakterisierte Minimalliisung eindeutig 
ist. SchlieDlich werden explizit rationale MinimallGsungen an Funktionen f aus 
H(B,) angegeben, die dem hinreichenden Kriterium und der zusatzlichen For- 
derung geniigen. 
Es sei 63, = {z; 1 z / < 1} die abgeschlossene Einheitskreis-Scheibe un 
H(B,) die Menge der Funktionenf, die holomorph im Innern von BE rind 
stetig auf E := rd BE sind. In H(B,) betrachten wir die ~scheb~scb~ff-form 
Sei 
so ist W,‘& eine Teilmenge von H(B,). Zu vorgegebenem/E H(B& f $ Wmn, 
suchen wir ein 25 E W,n mit 
fiir alle w f W,%, also eine Minimallijsung mit der Abweicb~~% 
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Die Existenz mindestens eines solchen 5 ist aber (siehe z.B. [Ill) gesichert. 
Mit Hilfe des Maximumprinzips (siehe z.B. [2]) ist sofort die Folgerung zu 
ziehen: 
SATZ 1. Es sei f E H(B,), f $ WnLn. Ist ~5 E W,lz eine rationale Funktion 
bester Approximation an f auf BE beziiglich Wmn, so ist ZZ such eine rationale 
Funktion bester Approximation an f auf E beziiglich Wmn, und umgekehrt. 
Wir k&men also uns im folgenden zur Lijsung unseres Problems darauf 
beschranken, zu vorgegebenem f E H(B,) eine MinimallSsung zT3 E Wmn auf E 
zu suchen. Dann gilt mit 
der 
M(w) = k z E E, If(z) - +>I = llf - w IId, 
SATZ 2 (Meinardus [6]). Es sei f E H(B& f 6 Wmn, und 6 f Wmn. Gilt fiir 
jedes w E Wnzn die Ungleichung 
dann ist ~5 Minimalliisung an f auf BE beziiglich WTlln. 
Zur Formulierung eines hinreichenden Kriteriums beniitigen wir das 
LEMMA 1. Es sei 
G(P) = p . eis, 
8 beliebig mit 0 < % < T, aber fest, eine Gerade durch den Ursprung und 
w = q,/pm. eine rationale Funktion aus WnLn. DurchBiuft z die Werte des 
Einheitskreises E, sei also z = ~(4) = eid, 0 < (b < 2rr, dann besitzt 
maximal 2t Nullstellen, wobei t = max(m, n) ist. 
Beweis. Wir machen die folgenden beiden Fallunterscheidungen: 
(1) w(z) # 0 fur alle z E E: 
Es ist 
4m w(z) = - = 4&) . Pm(Z) 
P?,(Z) I PwL(z)l” 
= & . g w + 59% 
3 0 
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mit eindeutig bestimmten Koeffizienten yj , yj E C:, j = 0, I,..., t, und 
insbeso~aere fiir z E E 
t 
tv(z(4b> = j p,(~(+))13 ’ ?ziaj cos.j+ + dj sin jd, + i * (bj COS,j$ + 6j Sinj+>), 
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten n, ) C& , bj ) 6j E R, j = 3, 1). .) t. Mit 




a&444>>> = argMv9 + i * 4#+> 
= arctan(v(+)/u(#)) mod CT; 
denn ~(4) und ~(4) k&men auf Grund der Voraussetzung ~$2) + 0 fur z E E 
nicht gleichzeitig fiir 0 < $ < 237 den Wert 0 besitzen. 
Wir setzen 0.B.d.A. 13 = 0. Dann folgt 
mod 77 
+ arctan J$$$ = 0 mod rr 
o besitzt aber als trigonometrische Summe in y5 vom Grade t rnax~~~a~ 2t 
Nullstellen. 
(2) Es existiert mindestens ein 5 E E mit w(Z) = 0: 
Wir setzen oJ3.d.A. grad qn = n voraus. Weiter besitze qn die Produkt- 
darstelhmg 
n-k 
qn(z) = o! . (z - Q” . (z - ip a.* (2 - cy~ 8 (z - Ei>: 
j=I 
mit I Sj I = 1 fur j = 1, 2 ,..., s, / Ej I # 1 fiir j = I, 2,..., n - k, k, + 
k2 + . ..+k.=kundol~@rnitafO. 
Dann kann qn dargestellt werden als 
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mit xi = arg(&}, j = 1, 2 ,..., S, und 
Somit folgt 
w(z(&) = ,pm(;(&),’ . i sin * i ( 
lel ... sin *)k” . T(4) . pa, 
mit T(4) f 0 undp,(z(&) # 0 fur 0 < 4 < 2~. 
Wir machen die weiteren beiden Fallunterscheidungen: 
(i) r = 0: Aus der obigen Darstellung fur w folgt 
H(f$, r) = 0 9 (sin +)k’ * -. (sin *)k’ = 0 
e#=xj mod2v, j= 1,2 )..., s. 
Bei 4 = xj liegt also fur j = 1, 2 ,..., s, eine Nullstelle von H(#, v). 
(ii) r # 0: Es folgt 
H(+, r) = 0 0 arg(w(z(&)} = arg(r . eiej 
cs- argGW - ~&(4))1 = e mod T. 
T . z kann aber mit eindeutig bestimmten aj E C dargestellt werden als 
T(4) *P~M$>> = c %(cosj$ + i - sin.$), 
j=O 
mit tl = max(n - (k/2), m - (k/2)), falls k gerade, bzw. als 
mit f = max(n - ((k + 1)/2), m - ((k + 1)/2)), falls k ungerade. Bertick- 
sichtigung der Beziehung, da0 eine trigonometrische Summe der Form 
S(4) = $ (ai cqs F (b + bf sin q ~$1, aj , bj E R, j = 0, l,..., n, 
i=O 
maximal 2n + 1 Nullstellen besitzt, fiihrt bei analogem Vorgehen wie unter 
(1) zu der Folgerung, da13 H($, r) f” ur r f 0 maximal 2n - k Nullstellen 
besitzt. 
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Die Aussagen (i) und (ii) ergeben wiederum die Behauptung. 
Wir formulieren nun das hinreichende Kriterium. 
SATZ 3. Es sei f~ H(B,), f $ W,‘n, und ~5 E Wm”. Existkren 2t + 2 
Werte & mit 
0 < $1 < $2 < ‘.. < &,z < 277, 
wobei t = max(m + n, 2m) sei, so daJ 
I fM#J,>> - ~<z(AJ>i = If- f5 IIE > p. = a, 2,..., 2t + 2, 
und mod 2~ 
gilt, dann ist zi, Minimalliisung an f aus Wmn bzgl. BE . 
Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daB 
unter den angegebenen Voraussetzungen Zs nicht ~inirna~l~s~ng aus Wmn 
an f bzgl. BE ist. Dann existiert nach Satz 2 mindestens eine rationale 
Funktion w E Wvzw mit 
Setzen wir 
argtfM#d> - W(41N~ = 0 mad 27T, 
so mu&wiederum mod %rr--fiir ,U = 1, 2,..., t $ 1 gelten 
0 - (9-Q) < argM4$2,-l>> - %4vLd>> < 0 + (77721 
und 
0 + (33-P) < argM49L>> - f%4hJH < 6 + P-PI. 
Diese Bedingung kann aber (w - 6) nur erfiihen, werm (w - 5) mindeste 
21 + 1 Schnittpunkte mit der Geraden 
W9 = r - e&V + (+N), --33<r<q 
besitzt (Beriihrungspunkte werden als Schnittpunkte gezahh). Es gilt aber 
Somit besitzt w - 6 nach Lemma 1 maximal 2k ~ch~ittp~~kte mit der 
Geraden G(r). Hieraus folgt die Behauptung. 
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Eine gewisse Modifizierung dieses hinreichenden Kriteriums erreichen wir, 
wenn wir fordern, da13 der Betrag der Fehlerfunktion konstant ist. Ins- 
besondere zeigt sich, daB die so charakterisierte MinimallGsung eindeutig ist. 
SATZ 4. Es sei f E H(B,), f $ WmS, Existiert eine rationale Funktion 
z?, E Wmm, so daJ 
f-e 
den Einheitskreis auf den (m + n $ I)-ma1 durchlaufenen Kreis mit dem 
Radius r > 0 abbildet, dann ist ~5 Minimalliisung an f aus W,% bzgl. BE mit der 
Minimalabweichung r und die Minimalliisung ist eindeutig. 
Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, da13 z? 
nicht Minimallijsung an f ist. Sei w* E W llLR Minimallosung an f aus Wmn bzgl. 
BE, dann gilt fiir z E E 
I w*(z) -f(z>l < If(z) - w = llf - 72 IIE * 
Auf Grund des Satzes von Rouche (siehe z.B. [5]) folgt, da13 die Funktion 
(w* - f) + (f - q = w* - 25 
dieselbe Anzahl von Nullstellen im Innern des Einheitskreises wie die 
Funktion f - zl, besitzt. Nach dem Argumentprinzip (siehe z.B. [5]) besitzt 
aber f - z?, genau m + n + 1 Nullstellen im Innern des Einheitskreises. Das 
ist aber ein Widerspruch, denn 
besitzt hijchstens m + n Nullstellen. Vollig analog ist die Eindeutigkeits- 
aussage zu zeigen. 
Im folgenden geben wir explizit Minimallosungen aus WI1 bzgl. BE an 
Funktionen aus einer gewissen Klasse R von rationalen Funktionen an. 
Hierbei sei R folgendermafien definiert: 
R = (r; r E 8, r geniigt den Beziehungen (a), (b) und (c)} mit 
(4 
(b) 
% * @Me@1 + P2) - (A + P2>> = a0 - 11 - I PlP2 121, 
I PI + P2 I * I 1 - P1P2 I > I PIP2 I * (1 - I PIP2 12>, 
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Der Nnllpunkt liegt im Innern der Ellipse 
-- 
44) = - (81 + 82) + exp(i f (W))tl PIBz I . ev(i(+ + (VW 
+ exp(-0 + WWh 0 < y5 < 277, 
mit 0 = arg{/3&} ( 1 a so der Ellipse mit dem -~itte~~~~kt _- 
-(is, + k&J> d er ro g 13 en Halbachse 1 + / ,LQZ I2 der kleinen 
albachse 1 - I ,Q& / und dem Winked O/2 zivischea grol3er 
Halbachse und x-A&se). 
(Eine hinseichende Bedingung fiir (c) ist beispielsweise j p1 f fi2 i -+ 
IPlP2’ < 1.1 
Dann gilt der 
KATZ 5. Es sei r(z) = (qz + a,)/((1 - /&z)(l - Fez)) E R. Dann existierf 
eine eideutig bestimmte rationale Fad&on 
w(z) = (y1z + yJ/(l - 8 . z) E Will 
so daj die Beziehung 
r(z) - w(z) =( . (z - Pdz - Pd(z - a> (1 - /!gZ)(l - p2z)(l - 8 _ z) 
mit eindeutig bestimmtem 5 E @ erftillt ist und w ist ~i~i~~a~l~~~~g LW r auf 
BE bzgl. tr/,l mit 
P&l@) = I 5 !. 
Beweis. Es ist r E H(B,). Somit fordern wir w E PI@,); also j 6 j < I, 
und k&-men 
u(z) := (1 - PlZ)(l - p&(1 - 8 s z) f 0 
fiir z E E voraussetzen. Multiplizieren wir (d) mit u(z), so f6hrt Koeffizienten- 
vergleich zu dem Gleichungssystem: 
bv2Yl - 5 = 0, 
YI - (81 + Pz) Yo - a08 - P&t - (PI + PA St? + 011 = 0, 
Yo + ivx + 010 = 0. 
Setzen wir 
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wobei auf Grund unserer Forderung / 6 / -==z 1 und der Bedingung (b) sofort 
vi(S) # 0 und v,(S) f 0 folgt, so ftihrt (e) zu 
und weiter zu 
und bei Beriicksichtigung von Bedingung (a) schlieBlich zu 
5 * w32 * 6 + 8 - (13, + p2>> = 0 
mit 
___ __ 
5 = 010 * {(A + 82) - PlP2(Pl+ Al> + % * (1 - I PIP2 I”), 
und somit zu 
da wegen Bedingung (a) und (b), 5 # 0 ist. Wir setzen 
m = I3432 ’ 6 + 8 - (Pl + P2) 
und 6 = r . e+*, 0 < Y < 1, 0 < (b < 2~. Lassen wir nun 6 einen Kreis 
urn den Nullpunkt mit dem Radius r durchlaufen, so beschreibt 
0(S) = ~(r, 4) = @32 * r * ei’d + r * e-i** - (PI + p2) 
= r - exp(i - @/2)){/ PIP2 I * ewG(S6 + WWI + ev(-i($ + UVW 
- w1+ P2>, 
wobei 0 = arg(/31/32} ist, eine Ellipse mit dem Mittelpunkt -(PI + B2), der 
grogen Halbachse r(1 + /,8#, I), der kleinen Halbachse r(1 - ) plpZ 1) und 
dem Winkel 812 zwischen groger Halbachse und x-Achse. 
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Wegen Bedingung (b) gilt weiter 
A f P2 > also <,& + 64) + 0. 
Somit folgt schliefilich aus Bedingung (c), daD ein 6 E @ mit / 6 i < 1 existiert, 
das der Beziehung (f) geniigt. Da 
r(z) - M’(Z) = I$ . (2 - PlXZ - P& - 8) 
(1 - jJ,z)(l - p&(1 - 82) 
den Einheitskreis E auf den dreimal durchlaufenen ~inbeitskrg~s abbi~det, 
erticksichtigung der Beziehung 
I 44 - 4z)l = I 6 I ffir alle 2 E E 
die zweite Anssage auf Grund des Satzes 4. 
Hierzu betrachten wir das 
BEISPIEL 1. Wir setzen 
p1 = (1 - i)/(2)3/2, & = (1 + i>/(2)“‘“, 
und mit beliebigem 01 E @, q = -(9/4) . CL, 01~ = a. Dann ist 
(-(9/4)z + 1) . 3. 
T(z) = (1 - ((1 + i)z)/(2yyl - ((1 -qz)/(2)3/2 E R5 
und die rationale Funktion ~5 E WI1 bester Approximation an r” auf BE bzgl. 
WI1 ergibt sich zu 
25(z) = -(16/7) . a . z - (64/63) . a 
1 - (4j9) . z ’ 
Wegen f = (2/7) * 01 folgt schlieBlich pw,@) = (2/7) . / 01 j. 
Diese Arbeit ist ein Teil der Dissertation, die der Verfasser am Institut ftir Angewandte 
Mathematik I der Universitat Erlangen Niirnberg bei Prof. Dr. G. Meinardus angefertigt 
hat. 
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